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ANALYSIS OF TUMOR RATES AND INCIDENCES 
- A SURVEY OF CONCEPTS AND METHODS -
Α. Μ .Kellerer and D.Chmelevsky 
I n s t i t u t für Medizinische Strahlenkunde der Universität Würzburg, 
Versbacher Str.5, D-8700 Würzburg 
1 . I n t r o d u c t i o n 
R i s k e s t i m a t e s f o r r a d i a t i o n c a r c i n o g e n e s i s a r e b a s e d on o b s e r v e d d o s e - e f f e c t 
r e l a t i o n s . Such r e l a t i o n s c a n be o b t a i n e d i n v a r i o u s ways a n d , d e p e n d i n g on t h e 
u n d e r l y i n g q u a n t i t i e s and t h e c o m p u t a t i o n a l p r o c e d u r e s , t h e y may d i f f e r g r e a t l y , 
e v e n f o r t h e same s e t o f e x p e r i m e n t a l d a t a o r f o r t h e same e p i d e m i o l o g i c a l 
f i nd i n g s . 
I t i s t h e r e f o r e m a n d a t o r y t o a c h i e v e c o h e r e n c e i n t h e d e f i n i t i o n and us a g e 
o f b a s i c q u a n t i t i e s , i n t h e e s t i m a t e s o f t h e s e q u a n t i t i e s , and i n t h e d e r i v a t i o n 
o f t h e i r s t a n d a r d e r r o r s o r c o n f i d e n c e i n t e r v a l s . I t i s e q u a l l y i m p o r t a n t t h a t 
s u i t a b l e t e s t s be u t i l i z e d f o r t h e c o m p a r i s o n o f i n c i d e n c e s o r t u m o r r a t e s i n 
d i f f e r e n t g r o u p s o f e x p o s e d i n d i v i d u a l s . Such t e s t s e x i s t f o r c e r t a i n t y p e s o f 
d a t a b u t a r e l a c k i n g f o r o t h e r s . I t i s , f u r t h e r m o r e , o f i m p o r t a n c e t h a t p r o p e r 
m e t h o d s be u s e d f o r t h e j o i n t a n a l y s i s o f t i m e d e p e n d e n c e s o f t u m o r r a t e s o r 
t u m o r p r e v a l e n c e s i n a number o f g r o u p s d i f f e r e n t l y e x p o s e d . Such m e t h o d s a r e 
a l w a y s b a s e d on i m p l i c i t a s s u m p t i o n s . W h i l e t h e a s s u m p t i o n s a r e u n a v o i d a b l e , 
t h e y need t o be p r o p e r l y s t a t e d a nd t o be c l e a r l y u n d e r s t o o d . 
I n t h i s b r i e f s y n o p s i s t h e d e f i n i t i o n o f b a s i c q u a n t i t i e s w i l l be g i v e n , t h e 
n o t i o n o f c e n s o r e d d a t a w i l l be e x p l a i n e d , e s t i m a t e s and t h e i r s t a n d a r d e r r o r s 
w i l l be c o n s i d e r e d , t h e e x i s t e n c e o f n o n - p a r a m e t r i c t e s t s f o r r i g h t - c e n s o r e d 
d a t a and t h e l a c k o f n o n - p a r a m e t r i c t e s t s f o r d o u b l e - c e n s o r e d d a t a w i l l be 
d i s c u s s e d . A f u r t h e r p o i n t o f p a r t i c u l a r c u r r e n t i n t e r e s t i s t h e j o i n t maximum-
l i k e l i h o o d a n a l y s i s o f t i m e and d o s e d e p e n d e n c e s o f t u m o r r a t e s o r t u m o r p r e -
v a l e n c e s . F o r mo r e r i g o r o u s a n d d e t a i l e d t r e a t m e n t s t h e r e a d e r c a n t u r n t o 
a number o f u s e f u l r e v i e w s a nd m o n o g r a p h s ( 1 - 5 ) . 
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2. The S i m p l e Case o f U n c e n s o r e d D a t a 
The m o s t s i m p l e , a l t h o u g h t h e l e a s t common c a s e i s t h a t o f uncensored d a t a . 
The t e r m u n c e n s o r e d means t h a t t h e o b s e r v a t i o n s a r e c o m p l e t e , i . e . , i n d i v i d u a l s 
r e m a i n a t r i s k e i t h e r t o t h e e n d o f t h e o b s e r v a t i o n p e r i o d o r u n t i l t h e e f f e c t 
o f i n t e r e s t o c c u r s . F u r t h e r m o r e i t i s assumed t h a t o n e d e a l s w i t h a manifest 
disease, i . e . , a d i s e a s e t h a t i s e i t h e r r a p i d l y l e t h a l o r o t h e r w i s e r e a d i l y 
d i s c o v e r e d . E x a m p l e s o f m a n i f e s t d i s e a s e s a r e l e u k e m i a s , o s t e o s a r c o m a s o r , 
among t h e n o n - l e t h a l e x a m p l e s , mammary n e o p l a s m s i n t h e r a t . An e x a m p l e o f an 
occult disease - o b s e r v e d i n t h e s a c r i f i c e d a n i m a l , o r o b s e r v e d i n c i d e n t a l l y 
i n a n i m a l s d e a d f o r o t h e r r e a s o n s - a r e b e n i g n p u l m o n a r y n e o p l a s m s o r , i n t h e 
c a s e o f t h e r a t , a l s o p u l m o n a r y m a l i g n a n c i e s t h a t a p p e a r t o c a u s e no a p p r e c i a b l e 
l i f e s h o r t e n i n g ( 6 ) . The d i s t i n c t i o n b e t w e e n m a n i f e s t a n d o c c u l t t u m o r s i s f u n -
d a m e n t a l , b e c a u s e e n t i r e l y d i f f e r e n t m a t h e m a t i c a l p r o c e d u r e s a r e r e q u i r e d , t h a t 
w i l l be c o n s i d e r e d i n s e c t i o n s 3 and k. 
The o b s e r v a t i o n , e v e n o f a m a n i f e s t d i s e a s e , c a n be u n c e n s o r e d o n l y i n t h e a b -
s e n c e o f c o m p e t i n g r i s k s , i . e . , i f no u n r e l a t e d m o r t a l i t y a n d no l o s s f r o m o b -
s e r v a t i o n f o r o t h e r r e a s o n o c c u r s . T h i s i s r a r e l y t h e c a s e . H o w e v e r , t h e s i m p l e 
e x a m p l e o f u n c e n s o r e d d a t a may s e r v e t o i n t r o d u c e t h e b a s i c c o n c e p t s a n d q u a n t i -
t i e s . 
F o r t h e s u b s e q u e n t c o n s i d e r a t i o n s l e t N ( t ) be t h e n u m b e r o f s u r v i v o r s , i . e . t h e 
number o f i n d i v i d u a l s s t i l l a t r i s k a t t i m e t , and l e t n ( t ) be t h e number o f 
i n d i v i d u a l s t h a t h a v e i n c u r r e d t h e e f f e c t up t o t i m e t . L e t t = o be t h e t i m e 
a t t h e s t a r t o f t h e e x p e r i m e n t and N=N(o) t h e number o f i n d i v i d u a l s a t t h e 
t i m e o f e x p o s u r e . S t a t i s t i c a l e s t i m a t e s o f t h e q u a n t i t i e s w i l l , i n t h e u s u a l 
way, be d e s i g n a t e d b y a c i r c u m f l e x , and s t a n d a r d e r r o r s o f t h e e s t i m a t e s w i l l 
be i n c l u d e d i n t h e f o r m u l a e . 
The m o s t c o m m o n l y c o n s i d e r e d q u a n t i t y i s t h e cumulative incideyice ( o r s i m p l y 
incidence), l ( t ) , up t o t i m e t ; i t i s t h e p r o b a b i l i t y o f an i n d i v i d u a l t o 
i n c u r t h e e f f e c t up t o t h e s p e c i f i e d t i m e . The e s t i m a t e o f l ( t ) f o r u n c e n -
s o r e d d a t a r e q u i r e s no e x p l a n a t i o n ; t h e s t a n d a r d d e v i a t i o n r e s u l t s f r o m t h e 
a s s u m p t i o n o f s t a t i s t i c a l i n d e p e n d e n c e , i . e . , f r o m t h e a s s u m p t i o n t h a t n ( t ) 
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f o l l o w s a b i n o m i a l d i s t r i b u t i o n : 
I ( t ) = n ( t ) / N ± / n ( t ) ( l - n ( t ) / N ) / Ν ( 1 ) 
I f s e v e r a l t u m o r s c a n o c c u r , i . e . , i f a n i m a l s r e m a i n a t r i s k a f t e r t h e y h a v e 
d e v e l o p e d n e o p l a s m s , o n e c a n c o n s i d e r a n o t h e r b a s i c q u a n t i t y t h e mean number 
of tumors per animal, R ( t ) . I t s e s t i m a t e f o r u n c e n s o r e d d a t a i s a l s o t r i v i a l . 
I t i s s i m p l y t h e r a t i o o f t h e t o t a l n u mber, m ( t ) , o f t u m o r s up t o t i m e t and 
t h e n u m b e r , N, o f a n i m a l s : 
R ( t ) = m ( t ) / N ± / m ( t ) / N ( 2 ) 
The s t a n d a r d e r r o r i n t h i s e q u a t i o n i s b a s e d on a p r e s u m e d s t a t i s t i c a l i n ­
d e p e n d e n c e o f t u m o r s , i . e . , on t h e P o i s s o n d i s t r i b u t i o n . I f t h e n e o p l a s m s a r e 
n o t i n d e p e n d e n t , t h e s t a n d a r d e r r o r i n E q ( 2 ) can be t o o s m a l l a n d o n e m u s t 
use t h e s t a n d a r d e r r o r b a s e d on t h e o b s e r v e d n umbers o f t u m o r s i n i n d i v i d u a l 
a n i m a l s . T h i s a s p e c t d e s e r v e s c a r e f u l a t t e n t i o n , w h e n e v e r m u l t i p l e t u m o r s a r e 
a n a l y s e d . 
R ( t ) i s a l s o c a l l e d cumulative tumor rate, b e c a u s e i t i s t h e i n t e g r a l o f t h e 
( d i f f e r e n t i a l ) tumor rate, r ( t ) : 
R ( t ) = J r ( - r ) dx ( 3 ) 
Ο 
r ( t ) i s t h e p r o b a b i l i t y p e r i n d i v i d u a l and p e r u n i t t i m e ( a t t i m e t ) t o d e v e l o p 
a t u m o r . The t u m o r r a t e i s a f u n d a m e n t a l q u a n t i t y a n a l o g o u s t o t h e m o r t a l i t y 
r a t e , a n d t h e common t e r m hazard function i s u s e d i n t h e s t a t i s t i c a l l i t e r a ­
t u r e . T h e age and s e x d e p e n d e n t m o r t a l i t y r a t e s and t u m o r r a t e s i n human p o ­
p u l a t i o n s a r e e s s e n t i a l f o r a c t u a r i a n e p i d e m i o l o g i c a l i n v e s t i g a t i o n s . H o w e v e r , 
i t i s r a r e l y p o s s i b l e i n r a d i a t i o n c a r c i n o g e n e s i s s t u d i e s t o e s t i m a t e t h e t i m e 
d e p e n d e n c e o f t h e d i f f e r e n t i a l t u m o r r a t e s , r ( t ) , as l a r g e n u m b e r s o f o b s e r v e d 
i n d i v i d u a l s w o u l d be r e q u i r e d t o a c h i e v e r e a s o n a b l e p r e c i s i o n . T he c u m u l a t i v e 
r a t e , R ( t ) , i s an i n t e g r a l o v e r t h e o b s e r v a t i o n p e r i o d up t o t i m e t , a n d i s 
t h e r e f o r e more r e a d i l y e s t i m a t e d . 
In t h e s u b s e q u e n t s e c t i o n i t w i l l be p o i n t e d o u t t h a t t h e c u m u l a t i v e t u m o r 
r a t e , R ( t ) , i s a m e a n i n g f u l q u a n t i t y e v e n i n t h o s e c a s e s w h e r e f i r s t t u m o r s 
o n l y a r e o b s e r v e d . 
212 
C u m u l a t i v e i n c i d e n c e , l ( t ) , a n d t h e mean number o f t u m o r s p e r a n i m a l , R ( t ) , 
a r e r e l a t e d i f i n d e p e n d e n c e o f t h e i n d i v i d u a l t u m o r s c a n be assumed, i . e . , 
i f t h e a s s u m p t i o n o f a P o i s s o n d i s t r i b u t i o n i s v a l i d . l ( t ) i s t h e p r o b a b i l i t y 
f o r a t l e a s t o n e t u m o r up t o t i m e t . A c c o r d i n g t o t h e P o i s s o n s t a t i s t i c s 
S ( t ) = e x p ( - R ( t ) ) i s t h e p r o b a b i l i t y f o r no t u m o r i f t h e mean number o f t u m o r s 
i s R ( t ) . A c c o r d i n g l y o n e h a s t h e f o l l o w i n g r e l a t i o n s b e t w e e n l ( t ) , R ( t ) , and 
t h e p r o b a b i 1 i t y , S ( t ) , f o r no t u m o r : 
I ( t ) = 1 - S ( t ) = 1 - e x p ( - R ( t ) ) o r R ( t ) = - £ n ( l - l ( t ) ) = -Zn S ( t ) ( 4 ) 
A s e m i - l o g a r i t h m i c p l o t o f S ( t ) v e r s u s t y i e l d s t h e same c u r v e s as a l i n e a r 
p l o t o f R ( t ) . H o w e v e r , i t i s e v i d e n t t h a t t h e n u m e r i c a l e s t i m a t e s f r o m E q s ( 1 ) 
a n d ( 2 ) n e e d n o t p r e c i s e l y f u l f i l r e l a t i o n ( 4 ) . T h i s i s a m a t t e r o f s t a t i s t i c a l 
f 1 u c t u a t i o n s . 
An e s t i m a t i o n o f t h e c u m u l a t i v e t u m o r r a t e , R ( t ) , on t h e b a s i s o f m u l t i p l e 
t u m o r s i s a d v a n t a g e o u s b e c a u s e i t makes u s e o f t h e f u l l e x p e r i m e n t a l i n f o r m a ­
t i o n . On t h e o t h e r h a n d , t h e e s t i m a t i o n on t h e b a s i s o f f i r s t t u m o r s o n l y 
a v o i d s t h e p r o b l e m o f t h e s t a t i s t i c a l d e p e n d e n c e o r i n d e p e n d e n c e o f t u m o r s . 
As w i t h t h e e s t i m a t e s o f t h e c u m u l a t i v e i n c i d e n c e and t h e c u m u l a t i v e t u m o r 
r a t e * t h e r e a r e no d i f f i c u l t i e s w i t h s t a t i s t i c a l t e s t s f o r c o m p a r i s o n o f 
t u m o r r a t e s i n t h e s i m p l e c a s e o f u n c e n s o r e d d a t a . N o n - p a r a m e t r i c t e s t s a r e 
m o s t s u i t a b l e b e c a u s e t h e y r e q u i r e no a s s u m p t i o n s on t h e t i m e d e p e n d e n c e o f 
l ( t ) o r R ( t ) . I f o n l y t h e n u m b e r s , n^ ( t ) and η£(0, o f a n i m a l s w i t h t u m o r up 
t o a s p e c i f i e d t i m e , t , i n t h e t w o g r o u p s o f s i z e N^  and N^, a r e known, t h e 
F i s h e r E x a c t P r o b a b i l i t y T e s t i s a p p l i c a b l e ( s e e , f o r e x a m p l e ( 7 ) ) . I t i s , 
h o w e v e r , e v i d e n t t h a t t h e m e r e c o m p a r i s o n o f n^ ( t ) a nd n£(t) a t an a r b i t r a r y 
t i m e i s n o t f u l l y s a t i s f a c t o r y ; e v e n a t c o m p a r a b l e c u m u l a t i v e i n c i d e n c e s t h e 
t e m p o r a l p a t t e r n s o f e v e n t s i n t h e t w o g r o u p s may d i f f e r s u b s t a n t i a l l y . I t 
i s t h e r e f o r e m o r e e f f i c i e n t t o u t i l i z e t h e e x a c t e v e n t t i m e s and t o a p p l y 
t h e M a n n - W h i t n e y r a n k - s u m t e s t f o r t h e c o m p a r i s o n o f t u m o r r a t e s i n t h e t w o 
g r o u p s . I f t h e f r a c t i o n o f i n d i v i d u a l s a f f e c t e d i s s m a l l t h e l o g r a n k t e s t o r 
t h e B r e s l o w t e s t ( s e e s e c t i o n 3 . 2 ) c a n be more s u i t a b l e . 
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3. The Common Case o f R i g h t - C e n s o r e d D a t a 
I n m o s t e x p e r i m e n t a l and e p i d e m i o l o g i c a l i n v e s t i g a t i o n s o n e d e a l s w i t h 
incomplete observations; w i t h i n c r e a s i n g t i m e , t , t h e o b s e r v e d s a m p l e d e ­
c r e a s e s n o t m e r e l y due t o t h e o c c u r r e n c e o f t h e e f f e c t i n i n d i v i d u a l s b u t 
a l s o due t o o t h e r c a u s e s s u c h as u n r e l a t e d m o r t a l i t y , d i s a p p e a r a n c e f o r o t h e r 
r e a s o n s , o r i n c o m p l e t e n e s s o f o b s e r v a t i o n i n some i n d i v i d u a l s i n an o n g o i n g 
s t u d y . F o r m a n i f e s t d i s e a s e s o n e s p e a k s t h e n o f right-censored d a t a , a n d t h i s 
e x p r e s s e s t h e f a c t t h a t o n e knows f o r an i n d i v i d u a l e i t h e r t h e a c t u a l t i m e , t , 
o f t h e o c c u r r e n c e o f t h e t u m o r o r o n e knows t h a t t h e i n d i v i d u a l h a s i n c u r r e d 
no t u m o r up t o a t i m e , τ . , o f d i s a p p e a r a n c e due t o u n r e l a t e d r e a s o n s . 
I t i s a p p a r e n t t h a t o n e can n o t , f o r r i g h t - c e n s o r e d d a t a , s i m p l y a p p l y f o r m u l a e 
( 1 ) o r ( 2 ) . I f o n e w e r e t o c o u n t m e r e l y t h e number o f o b s e r v e d t u m o r s o r o f 
i n d i v i d u a l s w i t h t u m o r a n d t o r e l a t e t h e m t o t h e i n i t i a l n u m b e r o f i n d i v i d u a l s 
a t r i s k , o n e w o u l d e v i d e n t l y u n d e r e s t i m a t e t h e c u m u l a t i v e t u m o r r a t e o r t h e 
c u m u l a t i v e i n c i d e n c e . S u r p r i s i n g l y i t i s n o t uncommon t h a t crude incidences, 
a r e d e r i v e d f r o m E q ( ! ) i n s p i t e o f c o m p e t i n g r i s k s t h a t may d e p e n d o n a b s o r b e d 
d o s e and on o t h e r f a c t o r s . T h i s may l e a d t o m e a n i n g l e s s r e s u l t s , a n d t h e use 
o f c r u d e i n c i d e n c e s m u s t be s t r o n g l y d i s c o u r a g e d . I n t o o many i n s t a n c e s i t has 
i n v a l i d a t e d t h e r e s u l t s o f o t h e r w i s e v a l u a b l e s t u d i e s . 
P r o p e r c o m p e t i n g r i s k c o r r e c t e d e s t i m a t e s a r e c o m p a r a t i v e l y s i m p l e a n d h a v e 
been i n u s e ( a s d o c u m e n t e d by G r o e r ( 8 ) ) f o r c e n t u r i e s . No i n v o l v e d s t a t i s t i ­
c a l t h e o r y i s n e e d e d t o u n d e r s t a n d t h e p r o p e r e s t i m a t e o f t h e c u m u l a t i v e t u m o r 
r a t e , R ( t ) , f o r r i g h t - c e n s o r e d d a t a . One m e r e l y n e e d s t o sum, up t o t h e s p e c i ­
f i e d t i m e , t , a l l q u o t i e n t s o f n e w l y a r i s i n g t u m o r s a n d i n d i v i d u a l s , N ( t ) , s t i l l 
a t r i s k . I n t h e s i m p l e c a s e w h e r e a l l t u m o r s a r e o b s e r v e d i n d i v i d u a l l y a t t h e i r 
o c c u r r e n c e t i m e s , t . , t h e q u o t i e n t s a r e 1 / N ( t . ) and t h e e s t i m a t e i s t h e r e f o r e : 
The s t a n d a r d d e v i a t i o n r e s u l t s f r o m t h e p r o p e r t i e s o f t h e P o i s s o n d i s t r i b u t i o n 
( s e e ( 9 ) ) . The s u m m a t i o n s e x t e n d o v e r a l l e v e n t t i m e s , t . , u p t o t i m e t . 
3.1 Estimates of R ( t ) and I ( t ) 
( 5 ) 
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I f t h e o b s e r v a t i o n i s n o t c o n t i n u o u s b u t a t d i s t i n c t t i m e s , and i f k. e v e n t s 
r e p l a c e d by k./N. , w h e r e N. i s a mean number o f a n i m a l s a t r i s k d u r i n g t h e 
i n t e r v e n i n g i n t e r v a l o f no o b s e r v a t i o n . A n a l o g o u s m o d i f i c a t i o n s a p p l y t o E q ( 7 ) . 
Eq(5) c a n be a p p l i e d t o f i r s t t u m o r s , b u t i t c a n e q u a l l y be a p p l i e d i f s u c c e s s i v e 
t u m o r s c a n o c c u r i n o n e a n i m a l ( 9 ) . T h i s r e q u i r e s no d i f f e r e n t f o r m u l a b e c a u s e 
a n i m a l s w i t h a p r e v i o u s t u m o r r e m a i n t h e n a t r i s k and c o n t i n u e t o be i n c l u d e d 
i n N ( t ) , u n t i l t h e y a r e r e m o v e d due t o c o m p e t i n g r i s k s . I t i s i m p o r t a n t t o 
a p p r e c i a t e t h i s p o i n t : i n c l u s i o n o f m u l t i p l e t u m o r s i n c r e a s e s t h e number o f 
t e r m s i n t h e s u m m a t i o n , b u t i t d e c r e a s e s t h e m a g n i t u d e o f t h e i n d i v i d u a l t e r m s 
due t o t h e l a r g e r v a l u e s N ( t . ) . The e s t i m a t e s o b t a i n e d i n t h e t w o ways a r e 
e q u i v a l e n t , i f t h e t u m o r s a r e s t a t i s t i c a l l y i n d e p e n d e n t . I f t h e y a r e n o t , i . e . , 
i f o c c u r r e n c e o f a t u m o r i n c r e a s e s t h e p r o b a b i l i t y f o r s u b s e q u e n t t u m o r s , o r 
i f a n i m a l s h a v e i n h e r e n t l y d i f f e r e n t t u m o r r a t e s , R ( t ) c o m p u t e d f r o m a l l t u m o r s 
w i l l e x c e e d R ( t ) c o m p u t e d f r o m f i r s t t u m o r s o n l y . I t m u s t a l s o be n o t e d t h a t 
t h e s t a n d a r d e r r o r i n E q ( 5 ) i s t h e n t o o s m a l l . The t e r m (actuarian) mean number 
of tumors i s s y n o n y m o u s w i t h c u m u l a t i v e t u m o r r a t e i f R ( t ) i s b a s e d n o t o n l y 
on f i r s t t u m o r s . 
I f P o i s s o n s t a t i s t i c s c a n be a s s u m e d , o r i f f i r s t t u m o r s o n l y a r e u t i l i z e d , 
t h e e s t i m a t e f r o m E q ( 5 ) c a n w i t h E q ( 4 ) a l s o p r o v i d e t h e v a l u e o f t h e c u m u l a t i v e 
i n c i d e n c e : 
T h i s e s t i m a t e h a s c e r t a i n a d v a n t a g e s . H o w e v e r , a n o t h e r , l a r g e l y e q u i v a l e n t 
e s t i m a t e h a s b e e n f a r m o r e common. A l t h o u g h i t has a much e a r l i e r h i s t o r y , 
i t i s u s u a l l y c a l l e d t h e K a p l a n - M e i e r product-limit estimate. I n t h e same 
way as t h e sum-limit estimate o f E q ( 5 ) i t i s h e r e g i v e n i n i t s s i m p l e f o r m 
f o r i n d i v i d u a l l y r e s o l v e d e v e n t t i m e s : 
a r e f o u n d a t t i m e t . , t h e t e r m 1 / N ( t . ) i s r e p l a c e d by k./N., and 1 / N ( t . ) i s 
I ( t ) = 1 - e x p ( - R ( t ) ) ( 6 ) 
I ( t ) = Π ( 1 -
N ( t : ) 
( 7 ) 
As i n E q ( 5 ) t h e s u m m a t i o n s e x t e n d o v e r a l l t i m e s , t . , up t o t i m e t . 
The e x p r e s s i o n f o r t h e s t a n d a r d e r r o r i s c a l l e d t h e Greenwood f o r m u l a . B o t h 
t h e e s t i m a t e a n d t h e s t a n d a r d e r r o r l e a d n u m e r i c a l l y t o n e a r l y t h e same v a l u e s 
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as E q ( 6 ) w i t h E q ( 5 ) , p r o v i d e d t h e number o f i n d i v i d u a l s a t r i s k i s n o t t o o 
s m a l l . I t i s t h e r e f o r e a r b i t r a r y w h e t h e r o n e c h o o s e s t h e s u m - l i m i t e s t i m a t e 
o r t h e p r o d u c t - l i m i t e s t i m a t e t o o b t a i n t h e c u m u l a t i v e i n c i d e n c e ( o r actuarian 
incidence). 
A m e r e l y t e c h n i c a l p o i n t d e s e r v e s c o n s i d e r a t i o n . The e s t i m a t e s o f E q ( 5 ) t o (7) 
p r o v i d e s t e p f u n c t i o n s . The d i s c r e t e s t e p s h a v e e v i d e n t l y no b i o l o g i c a l m e a n i n g 
a n d t h e y c a n make i t d i f f i c u l t t o r e a d g r a p h s w i t h a s e t o f i n t e r s e c t i n g c u r v e s . 
I t i s t h e r e f o r e a d v i s a b l e t o d r a w t h e r e s u l t i n g c u r v e s a s p o l y g o n s c o n n e c t i n g 
t h e m i d p o i n t s on t h e v e r t i c a l s t e p s . 
X-RAYS 
1,5 G y A 
— 
DES 
200 400 
Τ I ME / d a y s 
600 200 400 600 
Τ I Μ Ε / d a y s 
F i g u r e 1. 
Cumulative tumor r a t e s , R ( t ) , 
i . e . a c t u a r i a n mean numbers of 
adenocarcinomas, i n DES t r e a t e d 
ACI r a t s exposed to x - r a y s and 
to 430 keV neutrons i n a r e c e n t 
experiment by S h e l l a b a r g e r e t a l , 
(10) . 
The shaded a r e a s are standard 
d e v i a t i o n s a c c o r d i n g to E q . ( 5 ) . 
The lower c u r v e s r e p r e s e n t the 
c o n t r o l group. 
F i g . 1 g i v e s r e s u l t s f r o m a r e c e n t e x p e r i m e n t o f S h e l l a b a r g e r e t a l . ( l O ) . F o r 
f e m a l e ACI r a t s t r e a t e d w i t h DES t h e a c t u a r i a n mean n u m b e r , R ( t ) , o f mammary 
a d e n o c a r c i n o m a s i s g i v e n as a f u n c t i o n o f t h e d o s e o f 4 3 0 KeV n e u t r o n s a n d o f 
x - r a y s . 
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3.2 Tests for Right-Censored Data 
N e i t h e r t h e E x a c t P r o b a b i l i t y T e s t n o r t h e M a n n - W h i t n e y r a n k - s u m t e s t a r e 
a p p l i c a b l e t o r i g h t - c e n s o r e d d a t a . H o w e v e r , t h e m ore r e c e n t l y i n t r o d u c e d 
Mantel-Eaenzel ( o r log-rank) test o r c e r t a i n c l o s e l y r e l a t e d n o n - p a r a m e t r i c 
t e s t s s u c h as t h e Breslow test ( f o r d e t a i l e d e x p l a n a t i o n s s e e ( 1 , 2 ) ) c a n be 
u t i 1 i z e d . 
The l o g - r a n k t e s t c a n be u n d e r s t o o d i n t h e same way as E q ( 5 ) . E v e n t r a t e s i n 
t w o g r o u p s a r e c o m p a r e d . W h e n e v e r an e v e n t o c c u r s o n e c o n s i d e r s t h e p r o b a b i l i t y , 
u n d e r t h e n u l 1 - h y p o t h e s i s, t h a t i t be i n g r o u p 1 . T h i s p r o b a b i l i t y i s e q u a l t o 
t h e r e l a t i v e p r o p o r t i o n o f i n d i v i d u a l s i n g r o u p 1 a t t h e t i m e t . when t h e e v e n t 
o c c u r s p. = N 1 ( t . ) / ( N 1 ( t . ) + N 2 ( t . ) ) . I f t . ( i = 1,2 ... i ) a r e t h e e v e n t t i m e s 
i n t h e t w o g r o u p s , t h e e x p e c t e d number o f e v e n t s , n^ , i n g r o u p 1 and t h e 
c o r r e s p o n d i n g v a r i a n c e , , a r e : 
I 2 I 
= 1 P j a n d a} = £ p. ( 1 - p . ) ( 8 ) 
i = 1 i = 1 
The v a r i a n c e r e s u l t s f r o m t h e b i n o m i n a l d i s t r i b u t i o n and t h e p r e s u m e d i n d e ­
p e n d e n c e o f r e s u l t s i n s u c c e s s i v e o b s e r v a t i o n s . The d i f f e r e n c e b e t w e e n t h e 
c a l c u l a t e d e x p e c t a t i o n , n^ , and t h e a c t u a l l y o b s e r v e d n u m b e r , n^, o f e v e n t s 
i n g r o u p 1 c a n t h e n s e r v e as t e s t s t a t i s t i c t o a s s e s s t h e a c c e p t a b i l i t y o f t h e 
n u l 1 - h y p o t h e s i s o f e q u a l i t y o f t h e t u m o r r a t e s i n t h e t w o g r o u p s . A c c o r d i n g l y 
o n e u s e s t h e t e s t s t a t i s t i c : 
ζ = ( | n 1 - n}I - 0 . 5 ) / σ, ( 9 ) 
t h e v a l u e o f ζ i s t e s t e d a g a i n s t t h e s t a n d a r d n o r m a l d i s t r i b u t i o n , i . e . , i f 
ζ e x c e e d s 1.96 e q u a l i t y o f t h e t u m o r r a t e s i n t h e t w o g r o u p s i s r e j e c t e d w i t h 
t w o - s i d e d e r r o r p r o b a b i l i t y 0.05. 
The t e r m - 0 . 5 , t h e s o - c a l l e d c o n t i n u i t y c o r r e c t i o n , i n E q ( 9 ) i s e s s e n t i a l 
f o r s m a l l s a m p l e s ; f a i l u r e t o i n c l u d e t h e c o n t i n u i t y c o r r e c t i o n c a n l e a d t o 
a c t u a l e r r o r l e v e l s t h a t a r e s u b s t a n t i a l l y i n e x c e s s o f t h e assumed e r r o r 
l e v e l s ( 1 1 ) . An e x p l i c i t f o r m o f t h e t e s t ( 1 2 ) , n o t b a s e d on t h e s t a n d a r d n o r m a l 
d i s t r i b u t i o n , h a s b e e n a p p l i e d t o t h e s t u d y o f n e u t r o n i n d u c e d mammary n e o p l a s m s 
i n t h e r a t ( 9 ) . 
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P e t o a n d P e t o (13) h a v e p r o p o s e d g e n e r a l i z a t i o n s o f t h e l o g - r a n k t e s t t h a t r e s u l t 
w h e n d i f f e r e n t w e i g h t f a c t o r s , w., a r e i n t r o d u c e d i n E q s ( 8 ) . Of p a r t i c u l a r i m -
p o r t a n c e i s t h e p o s s i b i l i t y t o a s s i g n l a r g e r w e i g h t s t o t h e e a r l i e r o b s e r v a t i o n s ; 
f o r e x a m p l e o n e c a n u s e d e s c e n d i n g r a n k s w i t h s u c c e s s i v e e v e n t s ( 1 2 ) . The i m -
p o r t a n t B r e s l o w t e s t r e s u l t s when t h e n u m b e r s o f i n d i v i d u a l s s t i l l a t r i s k i n 
b o t h g r o u p s a r e c h o s e n as w e i g h t f a c t o r s . The B r e s l o w t e s t h a s m o r e p o w e r t h a n 
t h e s i m p l e l o g - r a n k t e s t , i f t u m o r r a t e s i n t h e t w o g r o u p s d i f f e r o n l y i n a 
i n i t i a l p h a s e o f t h e o b s e r v a t i o n p e r i o d . I f t u m o r r a t e s d i f f e r by t h e same f a c t o r 
t h r o u g h o u t t h e o b s e r v a t i o n p e r i o d ( s e e s e c t i o n 3-3 f o r t h e p r o p o r t i o n a l h a z a r d s 
m o d e l ) t h e l o g - r a n k t e s t has t h e h i g h e s t power ( 1 3 ) . 
3-3 Joint Estimates from Several Observed Groups 
R a d i a t i o n - c a r c i n o g e n e s i s s t u d i e s i n v o l v e f r e q u e n t l y a s e t o f g r o u p s e x p o s e d 
d i f f e r e n t l y . As p o i n t e d o u t , t h e r e a r e t h e n m e t h o d s t o e s t i m a t e t h e t i m e d e -
p e n d e n c e s a n d s t a n d a r d e r r o r s o f t h e c u m u l a t i v e i n c i d e n c e o r t h e c u m u l a t i v e 
t u m o r r a t e i n t h e i n d i v i d u a l g r o u p s . I n a l a r g e e x p e r i m e n t w h e r e t h e t i m e d e -
p e n d e n c e s i n t h e i n d i v i d u a l g r o u p s a r e w e l l d e f i n e d , t h e r e s u l t s may be s u f f i -
c i e n t t o a c h i e v e a c o h e r e n t o v e r a l l p i c t u r e o f t h e t i m e and d o s e r e s p o n s e . An 
e x a m p l e i s S h a l l a b a r g e r 1 s e a r l i e r s t u d y ( 9 ) on mammary n e o p l a s m s i n n e u t r o n 
e x p o s e d S p r a g u e - D a w l e y r a t s . H o w e v e r , i n t h e m o r e common c a s e o f s m a l l o r 
m o d e r a t e l y s i z e d g r o u p s t h e s t a t i s t i c a l f l u c t u a t i o n s may be s u b s t a n t i a l and 
i t may be d i f f i c u l t t o r e c o g n i z e a c o h e r e n t p i c t u r e o f t h e t i m e a n d d o s e d e -
p e n d e n c e . M o r e c o m p l e x m e t h o d s a r e t h e n r e q u i r e d t o a r r i v e a t c o n s i s t e n t and 
c o m p a r a b l e r e s u l t s . Such m e t h o d s m u s t a l w a y s be b a s e d on c e r t a i n i m p l i c i t 
a s s u m p t i o n s , and t h i s i n t r o d u c e s an e l e m e n t o f a r b i t r a r i n e s s . W h i l e t h i s i s 
u n a v o i d a b l e , t h e a s s u m p t i o n s need t o be u n d e r s t o o d a n d n e e d t o be p o i n t e d o u t 
c l e a r l y . 
The proportional hazards model and i t s s o l u t i o n by a m e t h o d o f Cox i s v i r t u a l l y 
t h e o n l y a p p r o a c h f o r s i m u l t a n e o u s f i t s u t i l i z e d i n r a d i a t i o n - c a r c i n o g e n e s i s 
s t u d i e s . I t w i l l t h e r e f o r e be b r i e f l y c o n s i d e r e d . H o w e v e r , o t h e r p o s s i b i l i t i e s 
t o o b t a i n a j o i n t maximum l i k e l i h o o d f i t o f R ( t ) o r l ( t ) w i l l a l s o be i n d i -
c a t e d . A l l t r e a t m e n t s a r e b a s e d on t h e a s s u m p t i o n t h a t t h e d i f f e r e n t i a l o r 
i n t e g r a l t u m o r r a t e has a c e r t a i n d e p e n d e n c e on t i m e a f t e r e x p o s u r e , a n d t h a t 
t h i s d e p e n d e n c e c h a n g e s i n a r e l a t i v e l y s i m p l e way w i t h i n c r e a s i n g a b s o r b e d 
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d o s e o r w i t h t h e v a r i a t i o n o f o t h e r f a c t o r s . The p r o p o r t i o n a l h a z a r d s m o d e l 
p o s t u l a t e s t h a t t h e t u m o r r a t e s a r e i n c r e a s e d by a d o s e - d e p e n d e n t b u t t i m e 
i n d e p e n d e n t f a c t o r : 
R ( t , D ) = X(D) · R ( t ) (10) 
w h e r e R ( t ) i s a common base-line function. I t i s t h e o b j e c t i v e o f t h e c o m p u t a ­
t i o n a l p r o c e d u r e t o o b t a i n b e s t e s t i m a t e s o f t h e b a s e - l i n e f u n c t i o n and o f t h e 
p r o p o r t i o n a l h a z a r d f a c t o r s , λ ( ϋ . ) , f o r t h e i n d i v i d u a l g r o u p s e x p o s e d t o d o s e s 
D.. The p r o b l e m i s n o n - p a r a m e t r i c i n t h e s e n s e t h a t one u t i l i z e s no a n a l y t i c a l 
e x p r e s s i o n f o r t h e b a s e l i n e f u n c t i o n R ( t ) ; i n s t e a d o n e s e a r c h e s g e n e r a l l y f o r 
t h e b e s t s o l u t i o n t h a t n e e d m e r e l y be m o n o t o n i c i n t . 
K a l b f l e i s c h and P r e n t i c e ( 5 ) g i v e e x c e l l e n t a c c o u n t s o f t h e Cox m o d e l and o f 
r e l a t e d t o p i c s ; i n t h e p r e s e n t c o n t e x t i t i s t h e r e f o r e s u f f i c i e n t t o a p p r e c i a t e 
t h e e s s e n t i a l p r o b l e m . T h i s i s t o f i n d t h a t b a s e - l i n e f u n c t i o n , R ( t ) , and t h o s e 
p a r a m e t e r s , λ., f o r t h e i n d i v i d u a l g r o u p s t h a t m a x i m i z e t h e likelihood f o r t h e 
o b s e r v e d r e s u l t . The l i k e l i h o o d i s c o m p u t e d u n d e r a c c e p t a n c e o f t h e o b s e r v e d 
e v e n t t i m e s , t . ( i = 1,2 .. i ) , and c e n s o r i n g t i m e s , ( k = 1 ,2 .. κ). F o r 
s i m p l i c i t y i t w i l l a g a i n be assumed t h a t e a c h e v e n t t i m e c o r r e s p o n d t o o n e new 
t u m o r and e a c h c e n s o r i n g t i m e c o r r e s p o n d s t o t h e l o s s o f one i n d i v i d u a l f o r u n ­
r e l a t e d r e a s o n s . One can t h e n r e a d i l y show t h a t t h e l i k e l i h o o d i s e q u a l t o : 
L = Π i ( t j Π ( 1 - Ι ( τ , ) ) (11) 
I 1 k k 
w h e r e l ( t ) i s t h e c u m u l a t i v e i n c i d e n c e , and i ( t ) i s t h e d e r i v a t i v e o f l ( t ) . + ^ 
The p r o d u c t s e x t e n d o v e r a l l t i m e s , t ^ , o f t h e o c c u r r e n c e o f a t u m o r an d a l l 
t i m e s , τ ^ , o f c e n s o r i n g ( e n d o f o b s e r v a t i o n o f an i n d i v i d u a l w i t h o u t t u m o r ) . 
The s o l u t i o n o f t h e p r o p o r t i o n a l h a z a r d s model f o r r i g h t - c e n s o r e d d a t a r e q u i r e s 
o n l y a r e l a t i v e l y s i m p l e i t e r a t i v e o p t i m i z a t i o n a l g o r i t h m . T h i s a p p e a r s t o be 
t h e r e a s o n t h a t t h e f e w d e r i v a t i o n s o f j o i n t maximum l i k e l i h o o d s o l u t i o n s i n 
r a d i a t i o n - c a r c i n o g e n e s i s s t u d i e s h a v e e x c l u s i v e l y u s e d t h e p r o p o r t i o n a l h a z a r d s 
m o d e l ( s e e f o r e x a m p l e ( 1 4 ) ( 1 5 ) ) - One m u s t , h o w e v e r , r e a l i z e t h a t t h e r e a r e 
+ ^ I n c e r t a i n n u m e r i c a l c o m p u t a t i o n s , f o r e x a m p l e t h e Cox s o l u t i o n , l ( t ) 
i s r e p r e s e n t e d by a f u n c t i o n w i t h d i s c r e t e s t e p s , and i ( t ^ ) i s t h e n 
n o t t h e d e r i v a t i v e o f i ( t ^ ) , b u t i s e q u a l t o i t s c h a n g e a t t ^ . 
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a l t e r n a t i v e s . W i t h t h e f u r t h e r s o p h i s t i c a t i o n a n d e x t e n s i o n o f e x p e r i m e n t a l 
i n v e s t i g a t i o n s o r e p i d e m i o l o g i c a l s t u d i e s i t w i l l be e s s e n t i a l t o e x p l o r e and 
c o m p a r e d i f f e r e n t t r e a t m e n t s and t o a s s e s s t h e i r p o s s i b l e b i a s . Two m a i n a l t e r ­
n a t i v e s t o t h e p r o p o r t i o n a l h a z a r d s model w i l l t h e r e f o r e be m e n t i o n e d . I t i s 
e v i d e n t , t h a t t h e r e a r e o t h e r s . 
One a l t e r n a t i v e t o t h e p r o p o r t i o n a l h a z a r d s model i s t h e time-shift model. I t 
p o s t u l a t e s t h a t t h e t u m o r r a t e s r e m a i n u n c h a n g e d , b u t a r e s h i f t e d f o r w a r d i n 
t i m e w i t h i n c r e a s i n g d o s e : 
R ( t , D ) = R( t + s ( D ) ) , i . e . l ( t , D ) = l ( t + s ( D ) ) (12) 
S h e l l a b a r g e r 1 s e x t e n s i v e i n v e s t i g a t i o n o f mammary n e o p l a s m s i n t h e S p r a g u e - D a w l e y 
r a t ( 9 ) has l e d t o r e s u l t s t h a t a r e c o n s i s t e n t w i t h t h i s r e l a t i o n . H o w ever, no 
j o i n t maximum l i k e l i h o o d s o l u t i o n has y e t been d e r i v e d f o r t h e s e r e s u l t s o r 
s i m i l a r s e t s o f d a t a . 
A s e c o n d a l t e r n a t i v e i s t h e accelerated time model. T h i s m o d e l has f o u n d a p p l i ­
c a t i o n s i n t h e f i e l d o f i n d u s t r i a l t e s t i n g p r o c e d u r e s ; i t i s t h e r e known as 
t h e accelerated failure-time model ( 1 6 ) . I t i n v o k e s an a c c e l e r a t i o n f a c t o r , n o t 
a s h i f t i n t i m e : 
R ( t , D ) = R( a ( D ) - t ) , i . e . l ( t , D ) = l ( a ( D ) - t ) (13) 
The a c c e l e r a t e d t i m e model has n o t been u t i l i z e d i n r a d i a t i o n - c a r c i n o g e n e s i s 
s t u d i e s w i t h r i g h t - c e n s o r e d d a t a . H o w e v e r , i t may d e s e r v e as much a t t e n t i o n a s 
t h e p r o p o r t i o n a l h a z a r d s m o d e l . 
A j u d g e m e n t o f t h e c o m p a r a t i v e a p p l i c a b i l i t y o f d i f f e r e n t m o d e l s may n o t be 
p o s s i b l e , e x c e p t i n l a r g e s c a l e i n v e s t i g a t i o n s . F u r t h e r m o r e t h e p r o p o r t i o n a l 
h a z a r d s m o d e l a n d t h e a c c e l e r a t e d t i m e m odel a r e e q u i v a l e n t i f t h e b a s e ­
l i n e f u n c t i o n i s a s i m p l e p o w e r o f t i m e : 
R ( t , D ) = λ(D) t P = ( a ( D ) - t ) P , w i t h a ( D ) = λ ( ϋ ) 1 / ρ 
For t h i s Weibull model t h e q u e s t i o n i s m e a n i n g l e s s w h e t h e r i r r a d i a t i o n l e a d s 
t o more t u m o r s o r t o t h e same number o f t u m o r s at earlier times. 
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T h e c o m p a r a t i v e l y s i m p l e E q ( 1 4 ) i s an e x a m p l e o f a p a r a m e t r i c m o d e l . I t i s 
e v i d e n t t h a t t h e r e a r e n u m e r o u s o t h e r p o s s i b i l i t i e s . T h e m o r e g e n e r a l W e i b u l l 
m o d e l : 
R ( t , D ) = λ ( t + s ) P ( 1 5 ) 
c a n be u s e d i n a v a r i e t y o f ways d e p e n d i n g on t h e assumed d o s e d e p e n d e n c e o f 
o n e o r o f m o r e o f i t s t h r e e p a r a m e t e r s A,s, and p. A d i f f e r e n t p a r a m e t r i c m o d e l , 
n o t i n f r e q u e n t l y i n v o k e d ( s e e f o r e x a m p l e ( 1 8 , 1 9 ) ) i s t h e a s s u m p t i o n t h a t l ( t , D ) 
f o l l o w s a c u m u l a t i v e l o g - n o r m a l d i s t r i b u t i o n . 
P a r a m e t r i c m o d e l s may be u s e f u l f o r t h e a n a l y s i s o f t h e t i m e and d o s e d e p e n d e n c e 
o f t u m o r r a t e s . I n g e n e r a l , h o w e v e r , i t w i l l be b e t t e r t o a v o i d a s s u m p t i o n s t h a t 
may be t o o n a r r o w , a n d t o p e r f o r m t h e a n a l y s i s w i t h n o n - p a r a m e t r i c b a s e - l i n e 
f u n c t i o n s . R e g a r d l e s s o f t h e c h o i c e o f m o d e l s , i t i s e s s e n t i a l t o o b t a i n t h e 
s i m u l t a n e o u s maximum l i k e l i h o o d s o l u t i o n s by c o m p u t e r . W i t h t h e n o n - p a r a m e t r i c 
a p p r o a c h t h e c o m p u t e r s o l u t i o n i s u n a v o i d a b l e , a l t h o u g h i t i s somewhat c o m p l e x . 
W i t h t h e p a r a m e t r i c m o d e l s t h e c o m p u t e r s o l u t i o n s h a p p e n t o be f a i r l y s i m p l e 
( s e e ( 3 ) ) . V i s u a l f i t s a r e u n c e r t a i n and e a s i l y m i s l e a d i n g b e c a u s e o ne t e n d s t o 
e s t i m a t e t h e b a s e - l i n e f u n c t i o n f r o m t h e m o s t i n f o r m a t i v e g r o u p i n t h e e x p e r i m e n t 
w i t h m e r e s u b s e q u e n t a d j u s t m e n t o f o n e o r t w o p a r a m e t e r s t o t h e r e m a i n i n g g r o u p s . 
I n t h e r i g o r o u s s o l u t i o n t h e s h a p e o f t h e b a s e - l i n e f u n c t i o n i s j o i n t l y d e t e r m i n e d 
by t h e e n t i r e t y o f d a t a . 
L a f u m a a n d c o l l e a g u e s i n v e s t i g a t e i n t h e i r c u r r e n t s t u d y (20,21) t h e f u l l s p e c t r u m 
o f n e o p l a s m s i n S p r a g u e - D a w l e y r a t s e x p o s e d t o f i s s i o n n e u t r o n s . I n an i n i t i a l 
s t e p o f t h e a n a l y s i s , w i t h some l o w d o s e g r o u p s and t h e c o n t r o l s s t i l l u n f i n i s h e d , 
a l l l e t h a l c a r c i n o m a s a n d s a r c o m a s h a v e been p o o l e d . F i g . 2 g i v e s , as an e x a m p l e , 
t h e s u m - l i m i t e s t i m a t e s ( s e e E q ( 5 ) ) . To k e e p t h i s common g r a p h r e a d a b l e t h e 
s t a n d a r d e r r o r s a r e o m i t t e d . Due t o t h e m o d e r a t e s i z e o f t h e g r o u p s e x p o s e d t o 
d i f f e r e n t d o s e s t h e r e a r e f l u c t u a t i o n s t h a t make i t d i f f i c u l t t o j u d g e t h e p r e c i s e 
t r e n d o f t h e t i m e a n d d o s e d e p e n d e n c e . The Cox p r o p o r t i o n a l h a z a r d s m o d e l h a s , 
t h e r e f o r e , b e e n a p p l i e d t o o b t a i n a more c o h e r e n t p i c t u r e , and t h e r e s u l t s a r e 
g i v e n i n F i g . 3 . I t i s e v i d e n t t h a t t h i s t y p e o f a n a l y s i s f a c i l i t a t e s t h e d e r i v a ­
t i o n o f d o s e - e f f e c t r e l a t i o n s o r RBE-dose r e l a t i o n s . O n l y p r e l i m i n a r y r e s u l t s 
a r e a v a i l a b l e f r o m t h i s c u r r e n t i n v e s t i g a t i o n . H o w e v e r , i t i s e v i d e n t t h a t a 
c o m p a r a t i v e s t u d y o f t h e d i f f e r e n t m o d e l s w i l l be r e q u i r e d . 
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ALL LETHAL TUMORS 
2 ι 1 τ 
( FISSION NEUTRONS ) 
LU 
£ 1.5 
CD 
Dn/G y 
No of animals 20 
No of tumors 5 
53 3.9 23 15 .5 .3 
20/ 20 100 99 73 74 
6 30 /31 25 23 
.11.06 
0 200 400 600 800 
TIME POST IRRADIATION /days 
F i g u r e 2. Cumulative tumor r a t e s , R ( t ) , f o r a l l l e t h a l c a r ­
cinomas and sarcomas i n Sprague-Dawley r a t s exposed 
to f i s s i o n neutrons i n a cu r r e n t experiment by 
Lafuma e t a l . ( 2 0 , 2 1 ) . The curves are i n d i v i d u a l 
e s t i m a t e s according to Eq.(5) f o r the dose groups 
with completed o b s e r v a t i o n ; the standard d e v i a t i o n s 
are omitted to keep the graph readable. 
ο 
1. 5 
ALL LETHAL TUMORS ( FISSION NEUTRONS ) 
Dn/G y 
No of animals 20 
No of tumors ; 5 
/ Γ7 7 : I ; 
53 39 23 1.5 .5 3 
20 20 100 99 73 74 
8 6 30 ,31 25 23 
200 400 600 800 
TIME POST IRRADIATION /days 
F i g u r e 3. Analogous graph to F i g . 2 , with r e s u l t s based on 
the p r o p o r t i o n a l hazards model. The curv e s a r e 
given as broken l i n e s where there are l e s s than 4 
animals dead or l e s s than 4 animals a l i v e i n the 
group. 
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F i g . 4 e x e m p l i f i e s a s l i g h t l y d i f f e r e n t a nd n o t uncommon r e p r e s e n t a t i o n t h a t i s 
e s s e n t i a l l y e q u i v a l e n t t o F i g . 3 . T h i s g r a p h g i v e s t h e p r o b a b i l i t y , S ( t ) = e x p ( - R ( t ) ) , 
f o r no t u m o r a t t i m e t . 
ALL LETHAL TUMORS ( FISSION NEUTRONS ) 
F i g u r e 4. 
The same r e s u l t s as 
i n F i g . 3 , p l o t t e d as 
p r o b a b i l i t y f o r no 
tumor, S ( t ) = e x p ( - R ( t ) ) . 
0 200 400 600 800 
TIME POST IRRADIATION /days 
4. T he Case o f D o u b l e - C e n s o r e d D a t a 
The t e r m double-censored data r e f e r s t o t h e c a s e o f occult d i s e a s e s t h a t a r e 
o b s e r v e d o n l y i n c i d e n t a l l y i n s a c r i f i c e d a n i m a l s o r i n i n d i v i d u a l s d e a d f o r 
o t h e r r e a s o n s . I n t h e p r e s e n t c o n t e x t i t i s assumed t h a t t h e d i s e a s e i s e n t i r e l y 
n o n - f a t a l . Even w i t h t h i s a s s u m p t i o n t h e s t a t i s t i c a l p r o b l e m s i n t h e a n a l y s i s 
a r e c o n s i d e r a b l e . One m u s t , f u r t h e r m o r e , n o t e t h a t t h e r e i s a l a r g e g r a y a r e a 
o f d i s e a s e s t h a t a r e n e i t h e r f a t a l n o r e n t i r e l y n o n - f a t a l ; a d d i t i o n a l c o m p l i ­
c a t i o n s w i l l t h e n a r i s e t h a t w i l l n o t be c o n s i d e r e d . 
W i t h d o u b l e c e n s o r e d d a t a o n e n e v e r knows a c t u a l t i m e s o f o c c u r r e n c e o f a 
t u m o r . When a d e a d a n i m a l b e a r s t h e t u m o r , t h e e v e n t t i m e , t . , i s smaller t h a n 
t h e t i m e , τ . , o f d e a t h . When t h e dead a n i m a l b e a r s no t u m o r t h e h y p o t h e t i c a l 
e v e n t t i m e , t . , i s larger t h a n τ . . 
4.1 Estimate of l i t ) 
The b a s i c q u a n t i t y t o be i n v e s t i g a t e d i s t h e p r o b a b i l i t y o f an a n i m a l , a t 
t i m e t , t o b e a r t h e t u m o r . T h i s c o r r e s p o n d s t o t h e c u m u l a t i v e i n c i d e n c e , l ( t ) , 
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d i s c u s s e d e a r l i e r , b u t t h e t e r m prevalence i s m o r e c o m m o n l y u s e d . 
E s t i m a t i o n o f l ( t ) and i t s s t a n d a r d e r r o r i s s i m p l e i n an e x p e r i m e n t w i t h 
s e r i a l s a c r i f i c e s ; E q s ( 1 ) and ( 2 ) a r e t h e n a p p l i c a b l e . H o w e v e r , e x p e r i m e n t s 
w i t h s e r i a l s a c r i f i c e s r e q u i r e l a r g e n u m b e r s o f a n i m a l s . I f a m u l t i p l i c i t y 
o f a b s o r b e d d o s e s o r o t h e r f a c t o r s a r e i n v e s t i g a t e d t h e a p p r o a c h may become 
q u i c k l y p r o h i b i t i v e . S u r v i v a l e x p e r i m e n t s , o r s u r v i v a l e x p e r i m e n t s c o m b i n e d 
w i t h s a c r i f i c e s , c a n t h e n be m o r e e c o n o m i c a l . H o w e v e r , c o m p a r a t i v e l y l i t t l e 
u s e i s made o f t h i s p o s s i b i l i t y , t h i s b e i n g a p p a r e n t l y d u e t o t h e s t a t i s t i c a l 
p r o b l e m s a r i s i n g i n t h e a n a l y s i s . On t h e o t h e r h a n d , H o e l a n d W a l b u r g ( 2 2 ) 
h a v e , a d e c a d e a g o , e x e m p l i f i e d and recommended t h e m e t h o d t h a t i s p r e s e n t l y 
known as isotonic regression and t h a t c a n f o r d o u b l e - c e n s o r e d d a t a be c o n -
s i d e r e d t h e a n a l o g o n o f t h e p r o d u c t - l i m i t e s t i m a t e f o r r i g h t - c e n s o r e d d a t a . 
I s o t o n i c r e g r e s s i o n i s a r e l a t i v e l y s i m p l e a l g o r i t h m t h a t p r o v i d e s , w i t h t h e 
c o n s t r a i n t o f m o n o t o n i c i t y , a maximum l i k e l i h o o d e s t i m a t e o f t h e p r e v a l e n c e 
l ( t ) o f an o c c u l t d i s e a s e ( 2 3 ) . 
A p a r t f r o m H o e l and W a l b u r g ' s w o r k and a r e c e n t s t u d y ( 6 ) , i t i s d i f f i c u l t 
t o f i n d e x a m p l e s w h e r e i s o t o n i c e s t i m a t e s h a v e been u s e d f o r t h e a n a l y s i s 
o f r a d i a t i o n c a r c i n o g e n e s i s . I n v i e w o f i t s u n f a m i 1 i a r i t y t h e a l g o r i t h m i s , 
t h e r e f o r e , e x p l a i n e d i n t h e a p p e n d i x . The somewhat d i f f i c u l t p r o b l e m o f t h e 
d e r i v a t i o n o f s t a n d a r d e r r o r s f o r i s o t o n i c r e g r e s s i o n w i l l n o t be c o n s i d e r e d , 
as t h e r e a p p e a r s t o be no v a l i d t h e o r e t i c a l t r e a t m e n t o f t h e t o p i c . 
F i g . 5 g i v e s , as an e x a m p l e f o r i s o t o n i c r e g r e s s i o n , t h e e s t i m a t e s o f l u n g 
c a n c e r p r e v a l e n c e i n S p r a g u e - D a w l e y r a t s e x p o s e d t o f i s s i o n n e u t r o n s . As i n 
F i g s . 2 and 3 t h e d a t a a r e f r o m t h e o n - g o i n g e x p e r i m e n t by L a f u m a e t a l . ( 2 0 , 2 1 ) . 
The i s o t o n i c r e g r e s s i o n c u r v e s a r e , i n a c t u a l i t y , s t e p f u n c t i o n s . H o w e v e r , 
as w i t h t h e e s t i m a t e s f o r r i g h t - c e n s o r e d d a t a , i t i s c o n v e n i e n t t o c o n n e c t 
t h e m i d p o i n t s o f t h e v e r t i c a l s t e p s t o o b t a i n b e t t e r r e a d a b i l i t y o f t h e 
g r a p h . The i n i t i a l p a r t o f t h e f i r s t s t e p i s r e t a i n e d t o i n d i c a t e m o r e c l e a r l y 
t h e f i r s t d e a t h o f an a n i m a l w i t h t u m o r . 
F o r p a r t i a l l y 
o f c u m u l a t i v e 
l e t h a l t u m o r s 
i n c i d e n c e , as 
t h e c o n c e p t o f p r e v a l e n c e d i f f e r s f r o m t h a t 
i t d e p e n d s on t h e mean s u r v i v a l t i m e . 
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LUNG CARCINOMAS ( FISSION NEUTRONS ) 
TIME POST IRRADIATION / days 
F i g u r e 5. Pr e v a l e n c e of lung carcinomas i n f i s s i o n neutron 
i r r a d i a t e d Sprague-Dawley r a t s from a c u r r e n t 
experiment by Lafuma et a l . ( 2 0 , 2 1 ) . The cu r v e s 
are separate i s o t o n i c r e g r e s s i o n e s t i m a t e s f o r 
the dose groups w i t h completed o b s e r v a t i o n . The 
c o n t r o l i n c i d e n c e of lung cancer i s s m a l l (-.003 
l i f e - t i m e i n c i d e n c e ) . 
LUNG CARCINOMAS ( FISSION NEUTRONS ) 
0 200 400 600 800 
TIME POST IRRADIATION / days 
F i g u r e 6. Analogous graph to F i g . 5 w i t h a j o i n t maximum 
l i k e l i h o o d s o l u t i o n based on the a c c e l e r a t e d 
time model. 
4.2 Tests for Double-Censored Data 
I t w o u l d be v e r y d e s i r a b l e t o o b t a i n a n o n - p a r a m e t r i c t e s t f o r t h e c o m p a r i s o n 
o f p r e v a l e n c e s i n t w o g r o u p s w i t h d o u b l e - c e n s o r e d d a t a , p a r t i c u l a r l y i f s u c h 
a t e s t w e r e v a l i d f o r d i f f e r e n t d e g r e e s o f c e n s o r i n g i n t h e t w o g r o u p s . No 
a n a l o g o n t o t h e l o g - r a n k o r t o t h e B r e s l o w t e s t f o r d o u b l e - c e n s o r e d d a t a 
a p p e a r s t o e x i s t , a t p r e s e n t . F o r s u f f i c i e n t l y l a r g e s a m p l e s s u i t a b l e t e s t 
p r o c e d u r e s c a n , o f c o u r s e , be e s t a b l i s h e d ; b u t t h e d e v e l o p m e n t o f a g e n e r a l l y 
a p p l i c a b l e t e s t r e m a i n s a c h a l l e n g e o f p a r t i c u l a r i n t e r e s t . 
4.3 Joint Maximum Likelihood Estimates of the Prevalence 
As w i t h r i g h t - c e n s o r e d d a t a , o n e w i l l f r e q u e n t l y e n c o u n t e r a s i t u a t i o n w h e r e 
t h e t i m e d e p e n d e n c e o f t h e p r e v a l e n c e i s t o be e s t i m a t e d i n a num b e r o f g r o u p s 
d i f f e r e n t l y e x p o s e d . I s o t o n i c r e g r e s s i o n , a p p l i e d s e p a r a t e l y t o t h e g r o u p s , 
w i l l t h e n be h e l p f u l b u t n e e d n o t a l w a y s p r o v i d e a s u f f i c i e n t l y c o n s i s t e n t 
p i c t u r e o f t h e t i m e a n d d o s e d e p e n d e n c e . The d a t a i n F i g . 5 i l l u s t r a t e t h e p o i n t . 
The a r g u m e n t s i n s e c t i o n 3.3 a p p l y e q u a l l y t o d o u b l e - c e n s o r e d d a t a . One d e a l s 
w i t h t h e same p r o b l e m o f e s t i m a t i n g a common b a s e - l i n e f u n c t i o n f o r t h e p r e ­
v a l e n c e , l ( t ) , a n d i n d i v i d u a l p a r a m e t e r s , a c c o r d i n g t o an a s s u m e d m o d e l , f o r 
t h e i n d i v i d u a l g r o u p s . The l i k e l i h o o d has t h e f o r m : 
L = Π I ( t j · Π (1-Ι(τ, ) ) (16) 
I 1 k k 
The p r o d u c t s e x t e n d o v e r a l l d e a t h t i m e s , t , o f a n i m a l s w i t h t h e t u m o r and 
υ 
a l l d e a t h t i m e s , τ ^ , o f a n i m a l s w i t h o u t t h e t u m o r . T h e c o m p u t a t i o n a l d e t a i l s 
a r e somewhat d i f f e r e n t , b u t t h e same e s s e n t i a l m o d e l s , e x p r e s s e d by E q s ( l O , 
1 2 , 1 3 ) c a n be u t i l i z e d , i . e . , p o s s i b l e a p p r o a c h e s a r e a g a i n t h e p r o p o r t i o n a l 
h a z a r d s m o d e l , t h e t i m e - s h i f t m o d e l , and t h e a c c e l e r a t e d t i m e m o d e l . 
The d e t e r m i n a t i o n o f t h e maximum l i k e l i h o o d s o l u t i o n s , i . e . o f t h e b e s t b a s e ­
l i n e f u n c t i o n , l ( t ) , a nd t h e b e s t s e t o f p a r a m e t e r s , X ( D . ) , s ( D . ) , o r a ( D . ) 
( s e e E q s ( 1 0 , 1 2 , 1 3 ) ) , r e q u i r e s r e l a t i v e l y p o w e r f u l n o n - l i n e a r o p t i m i z a t i o n 
p r o c e d u r e s ( s e e f o r e x a m p l e ( 2 4 ) ) , and c o n v e r g e n c e o f t h e s o l u t i o n i s n o t 
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a l w a y s w i t h o u t p r o b l e m . Such c o m p l i c a t i o n s a r e , h o w e v e r , i n no way c o m m e n s u r a b l e 
w i t h t h e o v e r - a l l e f f o r t s i n v e s t e d i n r a d i a t i o n - c a r c i n o g e n e s i s e x p e r i m e n t s . 
T h e r e i s , t h e r e f o r e , l i t t l e j u s t i f i c a t i o n f o r m a k i n g i n a d e q u a t e u s e o f a v a i l a b l e 
n u m e r i c a l m e t h o d s i n t h e a n a l y s i s o f t h e e x p e r i m e n t s . D e t a i l s o f t h e c o m p u t a -
t i o n a l p r o c e d u r e s a r e d e s c r i b e d i n a r e c e n t a n a l y s i s o f r a d o n i n h a l a t i o n s t u d i e s 
w i t h S p r a g u e - D a w l e y r a t s by Lafuma e t a l . ( 6 ) . 
T he same r e s u l t s f r o m t h e c u r r e n t f i s s i o n - n e u t r o n e x p e r i m e n t s t h a t h a v e been 
u t i l i z e d f o r F i g . 5 , c a n s e r v e t o e x e m p l i f y t h e j o i n t maximum l i k e l i h o o d f i t . 
T h e s o l u t i o n s i n F i g . 6 a r e o b t a i n e d f o r t h e a c c e l e r a t e d t i m e m o d e l . I t i s 
a p p a r e n t t h a t t h e s e r e s u l t s p r o v i d e a more c o n s i s t e n t p i c t u r e o f t h e t i m e 
a n d d o s e d e p e n d e n c e o f t h e p r e v a l e n c e o f p u l m o n a r y c a r c i n o m a s i n t h e f i s s i o n 
n e u t r o n e x p o s e d a n i m a l s . T h e s e p r e l i m i n a r y and i n c o m p l e t e r e s u l t s f r o m an o n -
g o i n g s t u d y a r e g i v e n f o r i l l u s t r a t i o n . I t i s e v i d e n t t h a t e v a l u a t i o n o f t h e 
u l t i m a t e r e s u l t s i n t e r m s o f a l l t h r e e b a s i c m o d e l s w i l l be r e q u i r e d . 
P a r a m e t r i c maximum l i k e l i h o o d f i t s w i l l n o t be c o n s i d e r e d b e c a u s e t h e r e i s 
r a r e l y e n o u g h r e a d i l y r e c o g n i z a b l e e v i d e n c e i n d o u b l e - c e n s o r e d o b s e r v a t i o n s 
t o j u s t i f y t h e a priori c h o i c e o f a p a r t i c u l a r a n a l y t i c a l e x p r e s s i o n f o r t h e 
p r e v a l e n c e . A m o r e r e l i a b l e a p p r o a c h i s , t h e r e f o r e , t h e n o n - p a r a m e t r i c a n a l y s i s 
t h a t i d e n t i f i e s t h e b e s t s o l u t i o n among a much b r o a d e r s p e c t r u m o f p o s s i b l e 
d e p e n d e n c e s o f p r e v a l e n c e o n t i m e . The a d o p t i o n o f a p a r a m e t r i c m odel may, 
h o w e v e r , be an e v e n t u a l s e c o n d s t e p a f t e r an e x p l o r a t o r y i n v e s t i g a t i o n by 
n o n - p a r a m e t r i c m e t h o d s . 
5. C o n c l u d i n g Remarks 
The s u b s e q u e n t t a b l e i n d i c a t e s some o f t h e s t a t i s t i c a l c o n c e p t s and t o o l s t h a t 
h a v e been c o n s i d e r e d . I t i s e v i d e n t t h a t t h e r e a r e v a r i o u s c o m p l e x i t i e s and 
p r o b l e m s t h a t h a v e n o t been t r e a t e d . 
T h e e m p h a s i s has be e n o n t h e need t o e m p l o y a v a i l a b l e e s t i m a t e s , t e s t s , and 
maximum l i k e l i h o o d a l g o r i t h m s . W h i l e c o m p e t i n g r i s k c o r r e c t e d m e t h o d s a r e 
e s s e n t i a l , i t m u s t be k e p t i n m i n d , t h a t t h e y h a v e l i m i t a t i o n s . The m o s t s e r i o u s 
l i m i t a t i o n c a n a r i s e f r o m a l a c k o f s t a t i s t i c a l i n d e p e n d e n c e b e t w e e n t h e o b -
s e r v e d e f f e c t a n d t h e c o m p e t i n g r i s k s . When i n t e r d e p e n d e n c e e x i s t s , d i f f i c u l t 
s t a t i s t i c a l p r o b l e m s r e s u l t ; t h e y a r e e n c o u n t e r e d g e n e r a l l y i n t h e c a s e o f 
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p a r t i a l l y l e t h a l d i s e a s e s . T h e r e a r e no f u l l y a d e q u a t e s o l u t i o n s , b u t t h e 
e x i s t i n g r e v i e w s (1-5) w i l l be h e l p f u l e v e n i n t h e s e c a s e s . 
TYPE OF DATA 
NATURE OF COMPETING 
ESTIMATES TESTS 
JOINT 
OBSERVATION RISKS MAXIMUM LIKELIHOOD FIT 
UNCENSORED MANIFEST NO TRIVIAL U-TEST PROPORTIONAL 
HAZARDS 
PROPORTIONAL 
HAZARDS MODEL 
I ( t ) : PRODUCT-
LIMIT 
LOG-RANK 
TEST 
MODEL TIME-SHIFT 
MODEL 
RIGHT-
CENSORED 
MANIFEST YES 
ESTIMATE 
BRESLOW 
( SIMPLE 
OPTIMIZATION 
ACCELERATED 
TIME MODEL 
R ( t ) : SUM-LIMIT 
ESTIMATE 
TEST ROUTINE FOR 
COX SOLUTION ) 
DOUBLE-
CENSORED 
OCCULT YES I ( t ) : ISOTONIC 
REGRESSION 
( COMPLEX 
OPTIMIZATION 
ROUTINES ) 
Table 1 Synopsis of Concepts and Methods 
APPENDIX 
The Algorithm for Isotonic Regression: 
The s u b s e q u e n t e x p l a n a t i o n f o l l o w s c l o s e l y t h e more d e t a i l e d t r e a t m e n t o f 
B a r l o w e t a l . ( 2 3 ) . 
L e t τ. be t h e t i m e s w h e r e d e a t h s o c c u r , t h a t may o r may n o t be s a c r i f i c e s . 
The number o f a n i m a l s t h a t d i e a t τ. i s n., t h e number w i t h t u m o r m.. F u r t h e r -
I I ι 
more l e t N. be t h e t o t a l number o f d e a t h s , and M. be t h e t o t a l n u m b e r o f a n i m a l s 
ι 9 ι 
dead w i t h t u m o r up t o and i n c l u d i n g t i m e τ . . A l l n. a r e e q u a l t o 1 , i f t h e t i m e s 
o f d e a t h s a r e i n d i v i d u a l l y r e s o l v e d . 
The f o l l o w i n g t a b l e g i v e s a s i m p l e f i c t i t i o u s d a t a s e t w i t h 13 d e a t h s . As w i t h 
t h e s u m - l i m i t o r p r o d u c t - l i m i t e s t i m a t e s t h e n u m e r i c a l v a l u e s o f t h e t i m e do 
n o t e n t e r t h e a c t u a l c a l c u l a t i o n s . I n F i g . A ! t h e t o t a l n u m b e r , M., o f a n i m a l s 
dead w i t h t u m o r i s p l o t t e d v e r s u s t h e t o t a l number, N., o f a n i m a l s d e a d . 
Table 2 Data s e t 
Each dot c o r r e s p o n d s t o a t i m e , τ., and the s l o p e o f the l i n e segment t o the 
p r e c e d i n g d o t i s equal t o t h e n a i v e e s t i m a t e , m./n., o f the p r e v a l e n c e a t the 
t i m e τ.. The n a i v e e s t i m a t e s do not f u l f i l l the r e q u i r e d c o n d i t i o n t h a t the 
ι 
p r e v a l e n c e be an i n c r e a s i n g f u n c t i o n o f t i m e . 
To o b t a i n the i s o t o n i c r e g r e s s i o n , an i r r e g u l a r p a i r o f a d j a c e n t segments, 
i . e . one w i t h d e c r e a s i n g s l o p e s , i s r e p l a c e d by a s i n g l e segment j o i n i n g the 
end p o i n t s . I f f u r t h e r i r r e g u l a r p a i r s are l e f t , the procedure i s r e p e a t e d . 
In a computer r o u t i n e one may go from l e f t t o r i g h t , and repeat the procedure 
u n t i l f u l l r e g u l a r i t y i s a c h i e v e d . I t i s e v i d e n t from F i g . A I , t h a t the f i n a l 
r e s u l t i s the s h o r t e s t convex cur v e ( t a u t s t r i n g ) below the d o t s . 
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T h e s l o p e s o f t h e r e s u l t i n g c u r v e ( b r o k e n l i n e i n F i g . A I ) a r e t h e i s o t o n i c 
e s t i m a t e s o f t h e p r e v a l e n c e a t t h e c o r r e s p o n d i n g t i m e s . The i n f l e c t i o n s a r e 
s t i l l a s s i g n e d t h e p r e c e d i n g s l o p e . 
T I M E / d a y s 
The e s t i m a t e d p r e v a l e n c e s a r e g i v e n i n F i g . A 2 as a s t e p f u n c t i o n ( b r o k e n 
l i n e ) . F o r e a s i e r r e a d a b i l i t y o f a g r a p h w i t h s e v e r a l c u r v e s t h e s t e p f u n c -
t i o n may be r e p l a c e d by a p o l y g o n ( s o l i d l i n e ) i n t e r p o l a t i n g t h e s t e p s . I n 
F i g . A 2 , as i n t h e e a r l i e r F i g . 5 , t h e m i d p o i n t s o f t h e v e r t i c a l s t e p s h a v e 
been c o n n e c t e d . T h i s i s an ad-hoc c o n v e n t i o n t h a t need n o t be t h e o p t i m a l 
p r o c e d u r e f o r i s o t o n i c e s t i m a t e s . 
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